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Katakan x =(x,,X,,....,x,) suatu vektor dalam ruang Z" dengan Z menandakan

gelanggang integer. Katakan g integer positif dan f suatu polinomial dalam x

berpekalikan unsur dalam Z. Hasil tambah eksponen yang disekutukan dengan f

ditakrifkan sebagai

27f (x)

S(f:q)=Y.e °

di mana hasil tambah dinilaikan di dalam set reja lengkap modulo g.

Peranan anggaran S( f ;q) adalah penting dalam bidang kajian teori nombor

analisis. Janya dapat membantu menghasilkan keputusan-keputusan yang lebih
jitu dalam masalah-masalah berkaitan. Seperti yang telah ditunjukkan oleh
beberapa penyelidik terdahulu, antaranya Loxton dan Smith, nilai S( f ;q) adalah

bersandar kepada penganggaran bilangan unsur |[V| yang terdapat dalam set
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V ={xmodg|/ =0modg}
dengan f . menandakan polinomial-polinomial terbitan separa [ terhadap

5= (x5 x,) -

Kajian yang dijalankan merupakan lanjutan daripada kajian pengkaji-pengkaji
dahulu. Penyelidikan ini menumpukan kepada masalah penentuan anggaran hasil
tambah eksponen bagi polinomial-polinomial tertentu berdarjah lebih daripada
empat. Pendekatan yang dilakukan ialah dengan menggunakan kaedah p-adic dan
penelitian terhadap gabungan gambarajah penunjuk yang disekutukan dengan
polihedron Newton polinomial-polinomial terbitan separa bagi setiap polinomial

yang dikaji.
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Let x=(x,,X,,...x,) bea vector in the space Z" with Z ring of integers and g be a

positive integer, f a polynomial in x with coefficients in Z. The exponential sum

associated with fis defined as

27f (x)

S(f:9)=De °

where the sum is taken over a complete set of residues modulo g.

The estimation of S(fq) is important in several areas of Analytic Number Theory.
Its application helps to yield more accurate results in related problems. As shown
by several earlier researchers, among whom were Loxton and Smith, the value of
S(f.q) depends on the estimation of the number [V|, the number of elements

contained in the set

V={xmodq|f =0modg}

with / the partial derivative of f* with respect to x =(x,,x,,...,X,) .



Our research is a continuation of research done before. This research concentrates
on the problem of determining an estimation of the exponential sums for two
variables polynomials of degree more than four. The approach is by using p-adic
methods and carrying out analysis on the combinations of indicator diagrams
associated with Newton polyhedron of the partial derivative polynomials for each

polynomial examined.
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BAB 1
PENGENALAN
1.1 Penyusunan Tesis
Kita bermula dengan Bab 1 iaitu membincangkan mengenai sorotan literatur
penganggaran hasil tambah eksponen dan permasalahannya dalam tesis ini. Di
dalam bab berikutnya iaitu Bab 2 pula membincangkan secara ringkas mengenai

medan p-adic dan poligon Newton yang digunakan di dalam kajian ini.

Bab 3 membincangkan perihal polihedron Newton dan gambarajah penunjuk.

Polihedron Newton ialah perluasan dari konsep poligon Newton dalam kes p-adic

bagi polinomial dua pembolehubah. Jika f(x, y)=2a,,xiy’ polinomial
ij

berdarjah n dalam Q [x,y]. gambarajah Newton bagi f(x,y) merupakan

himpunan titik P; = (i, j,ord ,a,) dalam ruang Euklidan berdimensi-tiga seperti

yang dinyatakan dalam Takrif 3.1. Gambarajah Newton pula penting untuk
menggambarkan polihedron Newton . Polihedron Newton ialah hul cembung
bawah bagi gambarajah Newton yang berkaitan dengan polinomial f{x,y). Ia
adalah suatu permukaan berkait cembung tertinggi yang menampung semua titik

P, dalam gambarajah Newton yang berkaitan dengan polinomial fx.y).

Polihedron ini mengandungi bucu, sisi dan satah.

Polihedron ini juga mengandungi beberapa permukaan dan satah yang didapati

daripada semua titik P, yang bersepadanan dengan 7, =g, x’ y’ dalam f(x,y).

I/



Permukaan yang terbentuk tidak kesemuanya akan membentuk hul cembung bagi
gambarajah Newton sesuatu polinomial. Oleh yang demikian kita perlu memilih
set titik yang semua titik yang lain berada di atas satah yang terbentuk olehnya

seperti yang diilustrasikan dalam Jadual 1.

Terdapat hubungan di antara polihedron Newton dan pensifar suatu polinomial.

Mohd Atan (1984) telah membuktikan jika (5,77) pensifar bagi f(x,y), maka

(ord &, 0rd,7,]) adalah normal kepada suatu sisi di dalam N, bagi fix,y) dan
terletak di antara dua titik normal mengarah ke atas kepada dua permukaan N, ,

bersebelahan dengan sisi tersebut. Akas kepada teorem ini ialah katakan E bukan
sisi mencancang polihedron Newton bagi f yang berkongsi dua permukaan

bersebelahan, F; dan F,. Jika n(,u,l,l) normal kepada E dan terletak di antara
titik normal mengarah ke atas kepada F, dan F,, maka wujud ¢ dan 7 dalam

Q, sedemikian hingga ord,& = u, ord ,n= 2 dan f(£,7)=0 .

Bab 4 pula membincangkan mengenai peringkat p-adic bagi pensifar sepunya. Ia
dimulakan dengan memberikan takrif pensifar polinomial f{x,y) yang melibatkan
dua pembolehubah. Seterusnya, kita melihat peringkat p-adic bagi pensifar suatu
polinomial dan memberikan hubungan di antara peringkat p-adic bagi komponen-
komponen suatu pensifar polinomial f{x,y) seperti yang dinyatakan di dalam
Teorem 4.1. Sementara itu gambarajah penunjuk memberikan maklumat

mengenai punca bagi suatu polinomial seperti yang dinyatakan dalam Teorem 4.3



(8]

yang menyatakan bahawa jika (5,77) pensifar sepunya bagi f dan g, maka wujud
sekurang-kurangnya satu titik persilangan (,u,/l) dalam gambarajah penunjuk f
dan g sedemikian ord,{ =u dan ord,n=A2 . Contoh juga diberikan untuk

mengilustrasikan teorem tersebut.

Sapar dan Mohd Atan (2002) telah memperbaiki keputusan yang diperolehi oleh
Mohd Atan (1986b) dan dinyatakan seperti berikut:

Katakan f(x,y) dan g(x,y) polinomial berpekali integer p-adic, dengan p
menandakan integer perdana. Katakan (,u,l) titik persilangan gambarajah
penunjuk f dan g di bucu atau persilangan mudah gambarajah penunjuk. Maka

wujud ¢ dan 57 dalam Q, yang menjadi pensifar /' dan g sedemikian hingga

ord ,£ = p dan ord,n=A4.

Dalam Bab 5, kita akan memberikan peringkat p-adic pensifar sepunya
pembezaan separa bagi polinomial-polinomial tertentu berdarjah lebih daripada

empat pada titik (0,0) yang dipertimbangkan di dalam kajian ini .

Bab 6 pula memberikan pengitlakan saiz p-adic pensifar sepunya polinomial
terbitan separa f; dan f, dari polinomial f{x,y) yang dikaji di dalam kajian ini pada

sebarang titik (x,,¥,).



Bab 7 pula menggunakan keputusan yang diperolehi oleh Bab 6 . Di sini kita

menentukan kekardinalan bagi set V(f,,f,;p“) bagi suatu polinomial dalam
Z,[x.y], kerana ianya penting untuk menentukan batas atas bagi penganggaran

hasil tambah eksponen S(f;p®). Kekardinalan tersebut dinyatakan dalam
sebutan N(f,, f,;p®) iaitu suatu tatatanda bagi menyatakan jumlah penyelesaian
bagi persamaan serentak kongruen

f(x,»)=0,f,(x,y) = 0mod p*
dalam penyelesaian set reja modulo p“ dan f, f, terbitan separa biasa masing-

masing terhadap x dan y.

Seterusnya hasil keputusan daripada Bab 7 , kita dapat menganggarkan hasil
tambah eksponen bagi polinomial tertentu dalam Z [x, y].

24f

NGIEDIA
dengan S(f;q) dinilaikan di atas semua x di dalam set reja modulo g. Keputusan

yang diperolehi dinyatakan dalam Bab 8 .

Hal-hal mengenai hasil kajian, kesimpulan dan cadangan diberikan dalam bab

akhir 1aitu Bab 9.



