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ABSTRAK
Dengan menggunakan teori usikan, kajian ke atas getaran selaput segi empat sama dibuat. fa menunjukkan
bahawa andainya taburan jisim selaput tersebut tidak sekata maka akan berlaku perubahan pada bentuk
getm"an dan juga Jrequensi yang terhasil. Bentuk getaran dan Jrequensi yang terhasil tersebut dapat diperi­
halkan oleh teori usikan. Dengan menggunakan komputer bentuk perubahan getaran tersebut dapat dilihat
dengan tepat.

ABSTRACT
A study oj pertU1"bed vibration on a square membrane using standard perturbation theory is conducted. It is
shown that uneven distribution oj mass on the membrane would result in a diiJerent shape oj vilnation. This,
in tum, resulted in a change in Jrequency. Both oj these can be described using perturbation theory. Hence,
a compute1" is used to draw the shape oj the vibration.

1. PENDAHULUAN

Getaran di atas selaput merupakan satu feno­
menon fizik yang dipelajari oleh mana-mana
pelajar fizik pada peringkat universiti. Ia me­
rupakan satu penyelasaian kepada persamaan
gelombang dengan syarat sempadan yang ter­
tentu. Getaran di atas selaput merupakan peng­
unggulan kepada sistem yang sebenarnya, se­
perti getaran pada pennukaan gendang, kom­
pang, rebana dan mana-mana alat muzik yang
sepertinya. Penyelesaian ini mengandaikan
bahawa ketumpatan permukaan bagi selaput
tersebut adalah sekata.

Teori usikan adalah satu kaedah peng­
hampiran yang terkenal dalam matematik dan
fizik. Ia digunakan untuk mendapat penyele-

saian secara hampir bagi sistem yang sukar
untuk mendapat penyelesaian secara tepat.
Kalaulah sistem yang ingin dikaji tersebut mem­
punyai persamaan dengan model yang mana
penyelesaiannya diketahui dengan tepat, maka
kaedah teori usikan boleh digunakan. Kaedah
ini sangatlah berguna kerana teori usikan bol~h

digunakan peringkat demi peringkat sehingga
kepada daljah ketepatan yang dip€rlukan.

2. GETARAN ATAS SELAPUT
Pergerakan selaput diperihalkan oleh persama­
an gelombang iaitu (Pain 1975)
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dengan ~' = c2 dan c ialah halaju perambatan

gelombang di atas permukaan tersebut. Den­
gan menggunakan kaedah pemisahan pem­
boleh-ubah, penyelesaian \jI dengan di mana \jI

adalah sifar pada bingkai segiempat sarna yang
mempunyai panjang pinggir L ialah

lJI = ASin(m7)sin( r7)exp ( iwt) ... (2)

1ni adalah gelombang pegun dalam dua
dimensi, dengan A sebagai amplitud gelombang,
m dan n adalah sebarang integer yang mempu­
nyai hubungan seperti berikut :

I n ~ I·, "
/{= -v rr; + m-

L
dengan k sebagai nombor gelombang, semen­
tara co mempunyai kaitan dengan k seperti
berikut :

(j)=kc

oleh sebab itu
<) .)

wl = C ~- ( n2 + m2)
L-

w2 = ( ~) n: (n 2 + m2
) ••• ( 3)

L

Dari persamaan (2), \jI boleh ditulis seperti
berikut :

lJI = ¢ ( x, y) T (t)

di mana ~(x, y) adalah fungsi yang bergantung
pada ruang semata-mata sementara T(t) adalah
fungsi yang bergantung pada masa semata-mata.
Oleh itu persamaan (I) boleh ditulis seperti
berikut :

T n 2 2,n (4\- P v ¢ ( x, y) = W '!" ( X, y) ... :J

Persamaan (4) adalah persamaan eigen d~ngan

~(x, y) sebagai fungsi eigen, co2 sebagai nilai
. d T '0 2 b' . Selgen an -p v se agal operator elgen. eeara

fiziknya proses matematik di atas samaJah
dengan mengambil gambar keadaan selaput
tersebut pada satu ketika di mana amplitud
getaran pada ketika itu ialah maksimum. Se­
mentara ~(x, y) ialah fungsi yang mempunyai
pertalian berikut:

¢( x,y)= ~ sin( mn ~)sin( nn ~) ... (5)

dengan i- sebagai faktor penormalan, Rajah
(I), menunjukkan bentuk selaput tersebut
untuk m = 2, n = 2.

Garis nod berlaku apabila ~(x, y) = 0 iaitu

L jLpada x = _z_ dan y = _ dengan i dan j se-
n m

bagai sebarang nombor asli. Rajah (1b) menun-
jukkan garisan nod untuk mod getaran m = 2,
n = 2. Sementara rajah (Ie) ialah kontornya.

3. TEORI USIKAN

3.1 Teori Usikan ke atas Kes Tidak Degenemt
Katakan operator yang bertindak pada sistern
yang tidak terusik diberi oleh persamaan
(Gasiorowie 1974)

A 0 _ EO 0

Ho<P,,- "<p,,
1\ 0 0

di mana H o<P" dan E "adalah operator fungsi
eigen dan nilai eigen yang unggul di mana
penyelesaian diketahui. Maka bagi sistem yang
terusik ia boleh ditulis seperti berikut :

A

H!/J"=E,,!/J,,
1\ 1\ 1\

dimana H =H o + H'
A

H' = operator usikan.
Dengan mengembangkan ¢" di dalam siri

¢~" iaitu

Maka perubahan nilai eigen keperingkat
pertama yang terhasil disebabkan oleh usikan
H' diberi oleh persamaan

E" = f¢:,H'¢ "dr =< nlH'ln> = H"" ... (7)

dan

_ < mIH'ln>
a",,, - 0 0 ••• (8)

E,,-E m

1ni adalah hasil piawai dari teori usikan ke
peringkat pertama bagi sistem yang tidak
degenerat.

3.2 Teori Usikan ke atas Kes Degenerat.
Untuk sistem yang degenerat pula, fungsi eigen
yang tidak terusik terdiri daripada gabungan
linear fungsi-fungsi eigen yang degenerat ter­
sebut. Iaitu (Anderson 1971)
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,/,' =~ V ,/,.
'f'1I £..J 'li'f' ,,'

i= 1

di mana N adalah bilangan kedegeneratan. V:'i
adalah pekali yang memperihalkan nisbah ga­
bungan ¢~ di antara satu sarna lain. Dengan
mengembangkan ~n' fungsi eigen yang terusik
di dalam sebutan f" maka kita dapati persamaan
berikut :

( " 0) ,
£111-£' V/tll'b'lm =E ll V"f'b"m

-I v'" < m, ~H'ln, i>

di mana b
nm

adalah pekali untuk sebutan ¢':" di
dalam pengembang:m ¢'" Dari persamaan di
atas, perhatikan apabila rn = n

E" v"' -LV", < 11, elH'jrz, i> = °
Persamaan (8) adalah persamaan matrik.

Untuk sistem berdegenerat gandadua, persa­
rnaan (8) boleh ditulis di dalam bentuk

di mana a,) = < 11, ilH'ln j >. Persamaan di
atas boleh dipermudahkan kepada

[o]=la;;-E'o al2 j lVoI ] (9)
a a

21
a'!.2 -E' /I Vt/'!. ...

Persamaan (9) hanya benar apabila deter­
minan

Yang mana ini bererti

Dari persamaan (9), dengan mengambil V:'2 =

1, rnaka ki ta dapati

V"' = ( -a
I2

) ••• (l2a)
all -£"

Oleh itu vektor eigennya ialah

eigenvektor di atas tidak dinormalkan. Dua nilai
memberi dua nilai eigenvektor.

4. USlKAN JISIM KE ATAS SELAPUT
BERGETAR

4.1 Menentukan Operator Usikan

Getaran di atas selaput pada satu-satu ketika
diwakilkan oleh persamaan (4), iaitu

- ~ V2 ¢( x,y) = Q)21J( x,y) ... (4)

Persamaan di atas adalah untuk taburan
jisim ke atas permukaan selaput yang sekata.
Katakan p tidak lagi sekata, sebaliknya terdiri
dari dua sebutan iaitu

P~ P + P( x,y)

di mana p disebutan pertama menunjukkan
taburan jisirn yang sekata dan sebutan kedua
menunjukkan perbezaan taburan jisim yang
bergantung pada kedudukan iaitu p'(x, y). Di­
andaikan bahawa p' (x, y) «~po Oleh itu sebutan

T T
P ~ --::p=-+:-"p=('"x-,y""")

yang mana dengan menggunakan pengemban­
gan binomial ia boleh ditulis dalam bentuk

dengan mengabaikan sebutan yang lebih besar
dari peringkat kedua ke atas

2£ " = a II + a 22

± J(a ll -a22)2+4alia21 ... (10)

Persamaan (10) mernberi perubahan nilai
eigen keperingkat pertama. Sernentara E" rnem­
punyai dua nilai, yaitu

'I

2£" = all + a 22

+ J(a
ll

-an)" +4a 12 a 21 ... (lla)

TTl PC x,y)
P + P( x,y) = P 1 - P

T T[
P + P( x,y) = P 1

'.2E,; = a;i + a 22 Oleh sebab itu operator eigen H" ~ H
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Dari persamaan (5)'

Andainya P( x, Y) = P/'" x) PY( y) maka

D= ~rrp{X,y)sin2mJrXsin2m~dx dy
L DoL L

. -T 2

dl mana H = H 0 + H = P + P{ x, y) V

=_I....v2 + P{ x,Y) T V2

P P P
PC x,Y)

=Ho P H o

4 J.l ." Jrx"., Jry"
D = --sIn -m--sln 2 m-

M L L

Oleh sebab itu perubahan frequensi ber­
laku sepertimana yang diberi oleh persamaan
(14) i.e.

D =~ f I. p( x) sin 2 m nx dx
pL 0 L

f
l. Jry

; p{y)sin 2 m-dy ... (IS)
o L

Katakan p' (x, y) adalah jisim titik yang berada
pada titik (Xo ' y) maka;

P(x,y)=j.W(x-x)8(u-yo) ... (16)

dengan O(x - x) dan O(y - Yo) sebagai fungsi
delta Dirac, dan 11 sebagai jisim usikan.
maka persamaan (15) menjadi

4 J1 f I, • • ax
D= --2 O(X-x,,)SIn 2rn:--dx

pL 0 L

f
l Jry
o(Y - Y ,,) sin 2 n-dy

o L

,.... 4 J.l . " Jrx" . " ny"
'.J = -- S1l1 - m-- S1l1 • n--

2 L LpL

tetapi pD = M, yaitu jisim keseluruhan selaput
tersebut

!!." 4 J1 2 • " Jrx". ., Jry"
W ~"" = M w ". "'''' SIn - mT sIn - mT

Persamaan di atas mempunyai nilai
maksimum bila jisim usikan tersebut diletak di
mana nilai

• 2 JrX". 2 Jry" IsIn m--sm n-=
L L

Iaitu di titik antinod dan tidak akan berlaku
sebarang perubahan frekuensi andainya jisim
tersebut diletak pada garisan nod. Nilai per­
ubahan frequensi ialah

!!. 2 fI1 . JrX". Jry"
W"'''' = W o .",,,, -J Ai SIn mT sm mT

Dengan kata lain semakin tinggi mod ge­
taran, semakin besarlah perubahan frekuensi
yang berlaku, makin besar nisbah jisim usikan
dengan jisim keseluruhan, dan semakin besar
jugalah perubahan frekuensi.

Tetapi

m> ... (14)" 2 IP{X'Y)I!!.ar = w < m m m
/1111 fI.mll' p ,

Persamaan (14) mengatakan bahawa per­
ubahan frequensi akan berlaku andainya se-bu-

IP( X'Y)Itan < m, m P m, m>:t= O. Ia adalah.

positif jika p (x, y) adalah positif (iaitu penam­
bahan jisim) dan adalah negatif jika p(x, y)
adalah negatif (iaitu pengurangan jisim).

Perhatikan sebutan

_ IP{ x, Y) I' m>D-<m, m P m,

I
= P < m, mlPC x,Y)lm, m>

I fl'fl' .
= p 1>".",P( X,Y)1>"."dx dy

o 0

Adakan sedikit perubahan tatatanda

< m, mlH'lm, m>

< m, ml- PC;,Y) H"lm, m>

tetapi H "1m, n > = - (j) ~ ""Im, n >

dimana H o = - ~ V
2

dan H = -p.( x,Y)/ pHo ... (13)

4.2 Usikan Jisim Titik ke alas Kes Tak De­
general.
Dengan menggunakan operator usikan H se­
perti persamaan (13) dan memasukkannya ke
dalam persamaan (7), maka perubahan nilai
eigen boleh didapati yaitu

E" = rf~~"",( x,Y) H 1> "''''( x,y) dx dy
o 0
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4 P, ' TfX". Tfy "
al/k'IIIm = --~ W~).mmSln nTs10 kTpL

, TfX". Tfy "
sin m--Sln~

L L

4.3 Usikan Jisim Titik ke atas Kes Degenerat.
Perubahan kepada peringkat pertama pada niIai
eigen untuk kes degenerat diberi oIeh persa­
maan (10) iaitu

all + a"
E',,== --2--

... ( lOb)
all + a,,.,

E ----'-' +,,= 2 -

sin kTfYsin kTfXsin n!!!-dx dy ... (18b)
L L L

4OJ' f"fl TfX
a'~:; = a";; == --,"-" P( x,y)sin n-

L II II L

untukjisim titik P( x,Y) =} p8( x-x,,)
80-Y,,)

Maka persamaan (18) menjadi

a";'; == 4P;I~'''''' sin 'n
Tf
;" sin 'k Tf~" ... (19a)

4 pOJ ~'"'''' TfX". Tfy"
a"'" - '"'' - sin n-- Sill k--,,-a,,- M L L

. TfX" Tfy" ( )Sill k--sin n-- '" 19 b
L L

. " k Tfy d d (18 \sin' - x y... a)
L

"", 40);, '"'' fl'f" "f Tfx
a ll =--,- P(x,y)sm'nT

I n 1\ II

o . I (J' '2

E == E" + E" dan E == E" + E"

Dengan menggunakan H' sebagaimana
persamaan (13), maka a

ij
dapat dinilaikan, iaitu

40J 2 I. I

"'" "."k f fa" == -,- P( x,y)
L P II II

. "k TfX , " Tfy xd (18)Sill ' -Sill' n-d y... c
L L

OIeh sebab itu persamaan (10) menjadi

a = < r> i I P( x, y) H In, J' >
'J'" P"

dengan mengadakan perubahan tanda

"k _ k ,I P( x,y) H Ink .a,,-<n,z P ",}>

w'
a",; = T < nk, i Ip( x,y)/nk, j>

di mana d,;= < n, i IHIn, j> untuk i,j = 1,2.
Persamaan (10) menunjukkan bahawa

nilai eigen yang degenerat akan berpecah pada
dua nilai baru. Iaitu

... (10)

(lihat per-

m>

m>

+ a 12 a'l±

Ii. k

< n, klHlm,
dimana a", ,,,,,,, = --E"""---E--"""--

IIIIlI Ilk
samaan 8).

OIeh sebab itu

I
Cx,y) I

a = < n, k ----H m
nk.IIl'" p (),

= OJ~""" < n, kl- PC x,y)lm, m>

Untuk jisim titik seperti persamaan (16)

== 4 P, 0);",,,, < n, k18( X,X,,)(Y -y,,)!m, m>
pL

Dengan memasukkan nilai ank,mm ke daIam
persamaan (17), maka siri untuk mode m,m
yang terusik diperolehi. Didapati bentuk ge­
taran adalah berubah sepertimana yang terdapat
daIam rajah (2a), di mana (Ia) adaIah bentuk
getaran untuk mode (2, 2) tanpa usikan dan
(2a) adaIah bentuk getaran untuk mod (2,2)

dengan usikan £ = O. 13 berada pada titik anti-
M

nod (0.25, 0.25) untuk L = 1. Sementara (2b)
ialah kontornya.

f.. OJ""" 2J{ ,TfX", Try"-- = - , OJ Sill m -- Sill m -
OJ ","'''' M ", """ " L L

iaitu perbezaan pecahan bagi setiap mod ge­
taran hanyalah bergantung pada nisbah jisim
usikan dengan jisim keseluruhan sahaja,

Sementara perubahan bentuk untuk
fungsi eigen diberi oleh persamaan

1m, m> = h m> 0 + ~>"'",'" In, k> ... (17)
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4 " . n
Ilw -o."", • 'k nx". , y" (19)

a/~~ = ----sin --SIn n-- ,., C
M L L

a,,( ex~"" + 1) ± a,,( ex'"", + 1)
E=----------

2

a';; ()
maka a'~'; = ex ... 20b

",-ex G
"k "¢" +¢"

~ a':~" /I ,J II. ~

"I.. --

(0)

maka ¢" =

¢"
(') " "., ( )

¢" = ¢ ,,'-~ ... 23a
Ilk

¢,,= V",rfJ':,, + V",rfJ':, ,

.,,)
tetapi E" = 0 a",: = ex '"'' a",: dan a" = ex "I. «',

fil( ,) "k I( "k
\f/ /I =- a l~ a II

fill') "k I( "k
'f'1I =-a l :2 all

Dengan mengambil V"' = 1, dan dari per­
samaan (12a), ia menjadi

laitu satu syarat di mana usikan tersebut tidak
rnenyebabkan simmetri sistem tersebut terturun.

Sementara perubahan bentuk untuk
fungsi eigen ke peringkat sifar diberi oleh
persamaan

. , nx". "k ny "sm - n--sln - --a';';' L L

a'._':'_: - ., k nx" . ., ny"
sin - --sin ---

L L
= ex' ... ( 20a)

Perhatikan

a,,(ex;,,,, + 1)( 1 ± 1)

2

yaitu a'l;'; = CX~III! a'I~'~

dan all;~ = a /l1lI (ll;~

maka persamaan (lOb) menjadi

yaituE ,: = Oataupun E,: = a,,( ex'",,, + 1) ... (21)

Dengan kata lain, apabila diletakkan
usikan jisim titik ke atas selaput, maka nilai
eigen akan berpecah pada dua nilai, sama ada

E" = E':, ataupun E" = E':, + a,,( ex' + 1)

Perhatikan E~ = aJ ex~"" + 1)

=a"ex;"" +a"
dari (19b) dan (20a)

, _ 4,LlW:"",,( . , nx" . , ny"
II W '"'' - Sill n,--- sm k

!VI L L

. , nx". ,ny ,,) (22)+ Sill k--slll n-- ...
L L

Dari (21) maka

fill') -fil" "(24)
'1'" - 'I' ,,' + ex '"'' ¢ "., ... a

D fill °1 fill ,I 0 .. d f "an '1''' '1''' > = laItu ua ungsl elgen yang
terhasil adalah berortogan di antara satu sama
lain.

Nisbah percampuran f" dan ¢':, , di
dalam ¢(:,) ditentukan oleh sebutan

nx ny"
sin k--" sin n---

L Lex = ---------:::--
nx ny"

sinn---::- sin k--
L L

disebabkan sebutan di sebelah kanan adalah
gandadua, oleh itu adalah sentiasa positif, maka

E ,: sentiasa positif.

E,~ sama dengan sifar hanya apabila

nx" ny"a. = 0 bila sin k-- = 0 ataupun Sll1 n- = O.
L L

Apabila a. sifar, maka

(,I _ fil(lI)
a II - 'f' II.~

. TrX" . Trx" 0 . nx"
Sll1 1"/;---- = sm k-- = atau Sll1 n,---

L L L
. Try" . ny" . nx"

= sin n-- = 0 atau S111 k-- = Sll1 k-- = 0
L L L

ny" ny"
atau Sll1 k-- =sin n-- = 0

L L

iaitu selaput tersebut bergetar dengan
mod ¢(II) dan kedudukan jisim titik ialah pada

• 11,:2 (0)

gansan nod untuk mod ¢ " "
Semen tara untuk kes yang tiada peruba­

han tenaga iaitu ¢(,:) ia adalah sarna dengan
mode ¢(:,'\ (lihat rajah 2).
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( 0)

( a) ex = 0: ¢ ""

.ajah 2:

x

, 2. 2 rex· re}
!/J = -SlIl --SlIl n-

,," L L L

, 2. rex. rey
til = -sin -51 n 2-
'r", L L L

'ajail Ia. Bel/luk gflaml/ ul/luk modI' m ~ 2, 1/ ~ 2, {alljm

sikrlll.

~ajail lb. Bfl/luk garis nod 1/ nluk mode 11/ ~ 2, n ~ 2.

Rajah 2a. Benluk getaran untuk mod rn = 2, n ~ 2 dengan

usikan q, = 0./3 bemda jlada litik (0.25, 0.25)
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Rajah 2b. Kantor untuk getaran bagi mode m = 2, n = 2, dengan
usikan * = 0.13 berada pada titik (0.25, 0.25)

4. KESIMPULAN
Kajian getaran ke atas selaput di atas menun­
jukkan bahawa andainya selaput tidak sekata,
maka bentuk getaran yang terhasil akan be­
rubah. Ini juga merubahkan frekuensi sistem
tersebut. Kalaulah jisim usikan itu merupakan
penambahanjisim pada mana-mana titik, maka

frekuensi yang terhasil sentiasa lebih rendah
dari frekuensi bagi sistem tanpa usikan; tetapi
sebaliknyajika penguranganjisim yang berlaku.
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