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ABSTRAK

Dalam bidang aljabar tensor klasik, masih terdapat banyak konsep yang belum diformulasi-
kan dengan menggunakan konsep-konsep di dalam aljabar multilinear dan analisis atas manifold.
Oleh itu, kami cuba menformulasikan semula hal yang dipersoalkan dalam analisis tensor klasik
dan beberapa persoalan lain yang kami cam dan leratkan. Persoalan-persoalan tersebut: makna
kesetaraan tensor peringkat satu dengan vektor, struktur tartkan balik dan tolakan ke depan, struktur
aljabar pengecutan tensor, istilah hasil darab terkedalam, ds’sebagai pembeza dan struktur aljabar
tensor relatif serta ketumpatan tensor.

ABSTRACT

In the field of classical tensor algebra, there still exists a few concepts that have not been for-
mulated by using concepts of multilinear algebra and analysis on manifolds. Hence, we have tried to
reformulate some matters that arise in classical tensor analysis and a few others that we had identified
and resolved. These being: the meaning of the equivalence of first order tensor with vector; the pull
back and push forward structure, the structure of contraction of tensors, the inner product term, ds*
as a differential and the algebraic structure of relative tensors and tensor densities.

1. PENDAHULUAN tensor klasik dengan hasil darab terkedalam di
dalam analisis fungsian, ds® sebagai pembeza
dan struktur aljabar tensor relatif serta ke-
tumpatan tensor.

Usaha ke arah memahami dan menyatukan
analisis tensor klasik ke dalam domain analisis
sejagat dan aljabar multilinear telah dilakukan
sejak tahun lima puluhan lagi. Walaupun begitu,

sebagaimana yang telah diperkatakan oleh
Shaharir (1984), masih banyak konsep yang ter-
dapat di dalam aljabar tensor klasik yang belum
diformulasikan dengan memuaskan dengan
menggunakan jargon-jargon dan konsep-konsep
di dalam aljabar multilinear dan analisis atas
manifold. Di dalam kertas ini kami cuba men-
jawab sebahagian besar daripada hal yang di-
persoalkan itu dan juga persoalan-persoalan lain
yang telah kami cam dan leraikannya. Per-
soalan-persoalan yang kami leraikan ialah
makna kesetaraan tensor peringkat satu dengan
vektor, struktur tarikan balik dan tolakan ke
depan dalam konteks topologi aljabar, struktur
aljabar pengecutan tensor, kesesuaian istilah
“hasil darab terkedalam” di dalam analisis

2. KESETARAAN TENSOR
PERINGKAT SATU DENGAN VEKTOR

Di sini kami akan menjelaskan hubungan
sebenar antara tensor peringkat satu dengan
vektor. Memanglah sudah terkenal yang ruang
vektor V berisomorfisma dengan ruang dualnya
V* (lihat umpamanya Dodson dan Poston
(1979)). Mengikut takrifnya, unsur V* berupa
tensor kovarian peringkat satu. Oleh itu tensor

kovarian peringkat satu berisomorfisma dengan
vektor.

Sementara itu memanglah juga terkenal
yang V berisomorfisma dengan (V*)* atau ring-

kasnya V** menerusi pemetaan v > v**
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(lihat umpamanya Spivak (1970)). Ini menun-
jukkan tensor satu
(unsur V**) juga berisomorfisma dengan vektor.

kontravarian peringkat

Sekarang kami akan membuktikan bahawa
dua isomorfisma di atas berbeza di antara satu
dengan lain. Perbezaan ini akan menjadi jelas
apabila kita mempertimbangkan perkara
berikut.

Andaikan i : V - V** sebagai suatu
pemetaan yang ditakrifkan sebagai
iv({z) (A) = A(V)untukv € V, A€ V™

Jelaslah bahawa i adalah suatu isomor-
fisma. Kami akan menunjukkan bahawa, bagi
sebarang pemetaan linear f : V > W, gam-
barajah berikut kalis tukar tertib.

v > e
f f**
W > Wk

i
W
Rajah 2.1

Iaitu, kami akan tunjuk

L pi=t*al
Di sini £** ditakrifkan sebagai
(f** (S)) (\) = S(f* (X)) untuk N\EW*, SEV**

danf*: W* - V* ditakrifkan sebagai
(f*(N) (w) = A (f(w),ueVv, Aecw
- Pertimbangkan

(E** i (V) (L) = £**([{ (V) (A), AEVH,

danvevV
=1 (v) (F* (N\)), takrif £**
(f* (X)) (v), takrif 3
A (f(v)), takrif £*

Sementara itu,

(i f() (N)

1l

i,fv)(X),AEW*danv €V
N (Ev)), takrifi |

Jadi f**oi =i =i o f:iaitu gambarajah itu
kalis tukar tertib.

Sekarang pertimbangkan gambarajah beri-
kut pula.

v
Vo > v
f g=(f*)"1
W - > W*

Rajah 2.2

Kami akan membuktikan bahawa tidak wujud
isomorfisma i : V - V* yang membuat
gambarajah pada rajah 2.2 di atas kalis tukar
tertib untuk sebarang f yang linear. Kami per-
timbangkan kasus

A% =)\( = W, iaitu gambaraja.h berikut:

N > N

f g=(f*"1

i X

N X
N

Rajah 2.3

Kami hendak tujuk ' NCEE ) 1)\(
untuk suatu f dengan sebarang i y

Seperti yang disyorkan oleh Spivak (1970)
ambil f(x) = 2x, x € N dan sebarang isomor-

fisma i )(, maka jelaslah f linear dan
i)( of = ZiX sedangkan

(f*)_1°‘i)( =%iy
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Dengan itu kita membuat kesimpulan
tidak wujudnya sebarang isomorfisma yang
dapat membuat gambarajah pada rajah 2.3
kalis tukar tertib, untuk semua f. Ini dengan
sendirinya menunjukkan bahawa tidak wujud
isomorfisma i : V. - V* yang dapat mem-
buat' gambarajah pada rajah 2.2 kalis tukar
tertib untuk sebarang V, W dan f linear.

Dengan penjelasan dua jenis isomorfisma di
atas, satunya yang menyebabkan gambarajah
2.1 kalis tukar tertib dan yang lainnya tak kalis
tukar tertib, amatlah wajar masing-masing
digelar zsomorfisma bersahaja dan isomorfisma
tak bersahaja. Hal ini ada dibincangkan di
dalam Abraham & Marsden (1978) dan Spivak
(1970), dan di sini kami telah memperincikan
pandangan mereka itu.

Kita boleh membuat kesimpulan bahawa
sebarang isomorfisma (jika ia berlaku) di antara
V dan V* merupakan isomorfisma tidak ber-
sahaja kerana kegagalannya membuat gamba-
rajah pada rajah 2.2 kalis tukar tertib; semen-
tara isomorfisma di antara V dengan V**
berupa isomorfisma bersahaja.

Perbezaan di antara kedua-dua isomor-
fisma ini juga jelas apabila kita mempertim-
bangkan isomorfisma di antara V dengan V*;
iaitu:

B:e = e*;
e, — eidenganei(ej) = 5;
Isomorfisma yang tertakrif seperti ini ber-
gantung kepada pemilihan asas V; umpamanya
jika kita pilih e = {bée1 %en} maka kita
dapati isomorfisma yang lain pula iaitu:

B':e +> e*
%ei — 2e'
sehinggakan 2e (%ej) = §g
Ini berlainan dengan isomorfisma di antara
V dengan V**, kerana untuk itu kita tidak perlu
membuat sebarang pemilihan asas.

Daripada hujah-hujah di atas jelaslah ter-
dapat perbezaan di antara kedua-dua jenis iso-
morfisma ini. Péncaman V dengan V* jarang

diamalkan kerana sebab di atas dan juga kerana
jika kita mempertimbangkan ruang vektor ber-
matra tidak terhingga isomorfisma di antara V
dengan V* ini mungkin tidak wujud sama sekali
(lihat Dodson & Poston (1979)). Oleh itu di
dalam analisis, V dengan V** dibezakan; se-
dangkan V dengan V** tidak dibezakan lang-
sung. Dengan ini pencaman klasik “tensor
peringkat satu ialah vektor” haruslah difahami
sebagai “tensor kontravarian peringkat satu itu-
lah vektor”.

3. STRUKTUR TARIKAN BALIK DAN
TOLAKAN KE DEPAN DI DALAM
ANALISIS TENSOR

Di sini kami mengkaji kesesuaian atau
tidaknya istilah Tarikan Balik dan Tolakan ke
Depan di dalam analisis tensor daripada sudut
teori kategori dan topologi aljabar. Operasi-
operasi ini terdapat di dalam analisis tensor

moden seperti Spivak (1965, 1970) dan
Abraham & Marsden (1978).
Sifat kefungtoran Tolakan ke Depan

(fungtor kovarian) dan Tarikan Balik (fungtor
kontravarian) memang sudah diketahui umum
(lihat Spivak (1965, 1970) dan Abraham &
Marsden (1978)) sungguhpun mereka telah
menyalahgunakan simbol fungtor sebenar yang
terbabit di sini, dengan menamakan & * atau
®* t sebagai Tarikan Balik (sebenarnya * sahaja
yang betul) dan ® 4 atau & t sebagai Tolakan
ke Depan (sebenarnya « sahaja yang betul).

Ini menimbulkan percanggahan tatanama
“tensor kovarian” dan “tensor kontravarian”
klasik dari segi pandangan kefungtoran seperti
yang telah dibicarakan oleh Spivak (1970),
Shaharir (1984) dan Muriati (1984). Hal ini
tidaklah kami minati lagi. Kami lebih berminat
kepada struktur aljabar pengoperasi Tarikan
Balik * dan Tolakan ke Depan s itu. Apakah

‘tatanama ini bersesuaian dengan tatanama

Tarikan Balik dan Tolakan ke Luar di dalam
topologi aljabar? Untuk memudahkan perbin-
cangan, kami perturunkan takrif-takrif yang
berkenaan dahulu.
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Takrif 3.1 (Tolakan ke Depan dan Tarikan
Balik dalam analisis tensor)

Jika & : M — N difeomorfisma dan

te ':I '(M), Tolakan ke Depan x (bintang
ditakrifkan sebagai

D, t=(Tg) e te ]
dengan

(TO) t(m) B oo B 0y o9
=t(m) (B! e T_®,...,8 T @,

T (o), T (v)):
BleT*N,p, e TN

Tarikan Balik * (bintang atas) ditakrifkan se-
bagai

d*t=(0 1), t

untuk t EJ : N)

(Takrif ini berupa perhalusan kepada (takrif-
takrif dalam susastera yang telah dirujuk di
atas).

Takrif 3.2 (Tolakan ke Luar dan Tarikan
Balik dalam topologi aljabar)

Andaikan K suatu kategori. Pertimbangkan
rajah 3.1 dan 3.2 di bawah. Gambarajah pada
rajah 3.1 digelar Tolakan ke Luar untuk i
jikka
a) gambarajah itu kalis tukar terbit, iaitu

uloil = uzol.z’.
b) m. u, memenuhi sifat semesta- ® untuk
sifat (a); iaitu jika gambarajah pada rajah
3.2 kali tukar tertib, maka wujud suatu
morfisma unik v: C - GC' sehinggakan
vou = v, vou, = vz(il, .M 5 0y, vldan
v, morfisma untuk K). Lihat rajah 3.3
yang merupakan ikhtisar kepada a) dan b)
di atas.

1 12’

Co - C,
12 J/ul
g, N C
L)
Rajah (3.1)
£ i
0 = C
¢, s
Yy
Rajah (3.2)
i
¢, —> ¢,
d !
u, "
c, ——> ¢ 1
N
&j “y
CI

Rajah (3.3)

Sekarang kami perturunkan takrif Tarikan
Balik. Pertimbangkan rajah (3.4) dan (3.5).
Gambarajah (3.4) digelar Tarikan Balik (untuk

i,1,)jikka

a) gambarajah itu kalis tukar tertib, iaitu
1ou =iou,;

b) u ,» u, memenuhi sifat semegta- § untuk

sifat (a); iaitu jika gambarajah pada rajah
(8.4) kalis tukar tertib maka wujud suatu
morfisma unik v: C' - C sehinggakan
,» u,ov = v, . Lihatrajah 3.6 yang
merupakan ikhtisar kepada a) dan b) ini.

UIOV:V
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i
Co, €&—— ¢

& C

L5

Rajah (3.4)

@]
S}

«——— ¢

V2
Rajah (3.5)

i

I

Rajah (3.6)

(Takrif-takrif di atas telah dipetik daripada
Brown (1968) dan Mitchell (1965)).

Dari segi topologi aljabar, kami dapati isti-
lah dalam takrif 3.1 tidak tepat kerana kedua-
dua pemetaan itu sebenarnya Tarikan Balik
dalam takrif 3.2 (lihat rajah (3.7) dan (8.8)).
Malah pertimbangkan kategori manifold ter-
bezakan dengan difeomorfisma atasnya.
Memadai ambil manifold tempatan Al “dap N -
(Lihat rajah (3.7) dan (3.8)).
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m f

Nl’l

id
% n
)\( m T, N
g = fou1

N s

\f

\

N
m
m T*¢p)

Rajah (3.7)

Ne_t

id /l\ f_1°1r2

Rajah (3.8)

4. STRUKTUR ALJABAR
PENGECUTAN TENSOR

Mengikut satu pandangan moden, penge-
cutan medan tensor berupa suatu operasi yang
membabitkan suatu pemetaan, (Lihat Thirring
(1978)),

\4% j:(M) - j TTIM)

yang‘j . (M) berupa suatu set semua medan
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tensor jenis (r, s) atas manifold M. Di dalam
suatu sistem koordinat piawai jika

T=T1 "o e..%3; ®dx’!
Beeg, r
®...®des ,

maka

g iy

Ve (T)= V (T S 9y ®...80;

Jl"’Js 1 T
odx le.. odx’s);

laitu

ji ..

vim=T 1" 2 -1
L %;
Bpe e dgoqd et ds 1
®...®), ady’ 1 dx o1

—1
yang
9=1,...,5k=1,2,...,s

Hubungan di antara takrif ini dengan takrif
klasik itu jelas, sebab komponen V! (1) ialah
11...1Q_ JIQ i
T yang sama dengan
Jpeedeer kel
komponen tensor T yang dikecutkan secara
klasik (Lihat Lawden (1962)).

Satu pandangan lain tentang proses penge-
cutan tensor telah disebut oleh Abraham &
Marsden (1978), yang perinciannya telah di-
tinggalkan sebagai latihan dan kemudian seba-
hagian daripadanya dibincangkan oleh Shaharir
(1984). Cara ini bergantung kepada isomorfisma
yang wujud di antara ruang tensor jenis (1, 1)
dengan ruang pemetaan linear

L (T, M); T (M)).

Walau bagaimanapun, sebelum kami me-
lengkapkan huraian tentang hal ini, kami ingin
memaparkan teorem yang berupa prakeperluan
kepada perkara ini. (Buktinya terdapat dalam
Abraham & Marsden (1978)).

Teorem 4.1

Ruang tensor jenis (1, 1), j ,(M)beriso-
morfisma (bersahaja) dengan ruang semua

. pemetaan linear di antara T (M) dengan T (M)

iaitu L(T M); T (M)), menerusi pemetaan
J: j (M) . L(T M); T (M), J(§) =

dengan S(v,\ ) = N(T(v)).

Sekarang kami akan memperlihatkan
betapa isomorfisma ini membenarkan kita
mengaitkan surih matriks perwakilan pemetaan
dengan pengecutan tensor.

Jika diberi sebarang T € J (M)

q1

T:T M) xXT *(M) -

kita boleh mengamb11 surih matriks perwakilan
pemetaan linear S : Tq M) T (M) dan
nombor itu layak digelar pengecutan T dengan
cara berikut. Andaikan 9, o ,sebagai asas
T (M) dan T = Tde ® a maka kita dapat
mencari matriks A = (aJ) iaitu matriks per-
wakilan pemetaan S yang ditakrifkan sebagai

S(p,) =al 9 di dalam sebutan T
Kita ada
T(a, dx’) = dxI(S( 3 ), teorem (4.1)

= dxJ (a:( 9, )

. Q m 3y = Al
Ini bermakna Tm dx™ e a9 (ai’ dx’) = aj
laitu

Q msd - .j
Tm‘Si ) —aJi,

atau

T = a |
1 1
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Oleh itu
Surih (A) = a}= T|= Pengecutan (T).

Sekarang kami akan memperluaskan teknik
yang dibincangkan di atas kepada tensor

peringkat (r, s) yang disyorkan oleh Abraham &
Marsden (1978).

Takrifkan

1

i, r
CER P

By 2 j s ST LM

sebagai

M)_y’_(q’sf“l (M) dan

N
an (t) (Ul, = %3 Ua, . Ur, Wl’ . ,Ws)
=t(U1,..,Ua,...,Ur,W1, .,Ws)
dan
. A
]'Wb (t)(Ul""Ur’Wl""wb""WS)

I
=t (U}, Up Wy Wy W) untukte ] 0

Di sini ﬁmelambangkan tiada U manakala
UieT*(M)dan Wj eTq M),i=1,..,r;j=1,..,s
q

Pemetaan ini dikenali dengan nama hasil
darab pedalaman (Abraham & Marsden (1978).
Sekarang pertimbangkan

an°iw qu(M)_)’le

yang

-~ ”~
Gy 2 iy ) O (Ups 0 Uy U Wy oW W)
ST T 5 T T
mtl " 0i; ®..®9, ®dx11®...®_dxjs
b !
Uty Uppe o s Upp Wy Wy s W)
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Sekarang tetapkan U= dx¥ , W, =29,

. o /\k N
(ldxk 1ak)(t)(U1,..,dx ,..,UI,WI,..,ak,..WS)
il..i
=t* o ®3, ®dx ' ®..®dx°
Jp o0 1 T
k
(Ul,..,dx,..,Ur,Wl, » 0y ,Ws)
=ti1..ia..

i .
T3, (U,)..d.(dx5). a, U
iy iy - 11( 1) (45 alr(Ur)dx W)

j i
LdxP @) . dx W),

Oleh kerana 9, (dxk) 6k dan dx Jb (ak) = BJ;D

maka,

Persamaan di atas

' i 8 -.%0;®..99, ®dx'®...0dx "
jl..k- g 1 a I
i a n
L 8dx® (U, ., x5, U, Wy, Dy, .0, W)
Dengan itu
° ) = 1 "
ldk 1ak ) =t 19,8 .9 5. .0
X ] Jg 1 a T
j j j
edx! @...9dx? o...0dx"

iaitu pengecutan t terhadap indeks ke-a & ke-b

Daripada takrif i Udan 1 Wdi atas, jelaslah

o AN\ ; .
P—lU1 °..01Ua °..<:1Ur °"°1W1 °1,\:, °
b
e E 1
’ Ws ’Iq,s (M)_;Jq’.l (M)
dengan
PO)(U, W) = t(U, ..U,  Wos W waay

W, ... W ) P(t) suatu tensor jenis (1 l) dan
dengan teorem isomorfisma tadi, maka wujud
suatu matriks perwakilan A = (a)) yang surih-
nya pengecutan P(t).
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P() (U,, W,) =P(t) 2 2, 0 dx® (U, W,)

Ty
) S (I | y
J
=tI 'a 'l' al @.,@ai ®"®ai @dxl
Jl-.]b..]s 1 2 l.'
@..®dij ®,,$dXJS
(T .05 U, S Wy, Wes o W)

Pengecutan (P(t)) = P(t) :

ij...k..
=t ! ®....99, ©°.9
; i i i
jpeeckeajg 1 a 1
5 j
®dx1 ®...8dx ° ©,. ..8dx*
e /N
(U1’°'9dxk’ ’Ul'"w]_’ "lak’ 1Ws) )
iaitu - nilai tensor t yang dikecutkan ter-

hadap indeks ke-a dan ke-b-nya diberi oleh surih
matriks perwakilan P(t) menerusi isomorfisma
bersahaja antara (M), dengan

(T, (M); T (M)).

5. HASIL DARAB TERKEDALAM
ANTARA DUA TENSOR

Dari segi klasiknya, “hasil darab terke-
dalam” dua tensor ditakrifkan menerusi bebe-

rapa contoh. Umpamanya hasil darab A’ dengan
jk
B 'ditakrifkan sebagai A'B ;(Lawden 1962)).
k

Jelaslah daripada pandangan modennya
pula, hasil darab ini menjadi gubahan antara
hasil darab tensor dengan pengecutan, iaitu

pengecutan
Aco B = C

®

(A,B) -

Persoalannya adakah istilah “hasil darab terke-

dalam” ini serupa atau berhubung rapat dengan

hasil darab terkedalam di dalam analisis fung-
sian (perluasan kepada hasil darab bintit)?

Untuk dua tensor atas manifold Riemannan
peringkat satu jawapannya hampir positif,
kerana kita boleh mentakrifkan

h:TM - T*M - IK = {kompleks}
dengan

h(A,B*) = Al B, = i AlB
=8(A,B),
g sebagai metrik Riemannan yang terkenal itu.
Pada amnya “hasil darab terkedalam” antara

dua tensor bercampur boleh ditakrif sebagai
pemetaan:

R R e R R )
1 52

s +s —
. n . X
Ty (T | ...k
1 a T 1 r
h® (A,B)= = o . e
........ j LI
I sq 1 b )
z P i
J1 - Qb Jsl+sz—1
o ® dx ® @
A
®0. ® ®9. © %)
i i
1 a +r2—1

Jelaslah ini bukan hasil darab terkedalam di
dalam analisis fungsian.

6. PERLUASAN HASIL DARAB
TERKEDALAM (PSEUDOQO-TERKEDALAM)
DALAM RUANG RIEMANNAN

Sebagaimana yang telah diketahui umum
(lihat Westenholz (1978)) metrik Riemannan g
mentakrifkan suatu hasil darab terkedalam
(pseudo-terkedalam) atas T (M). Hasil darab
ini boleh diperluaskan kepada suatu hasil darab
terkedalam (pseudo-terkedalam) untuk ruang
tensorj '(M). Ini memang tersirat di dalam
analisis tensor klasik, tetapi pembuktiannya se-
cara formal seperti yang akan kami lakukan ini

248 PERTANIKA VOL. 9 NO. 2, 1986



BEBERAPA ULASAN BARU TENTANG STRUKTUR ALJABAR TENSOR

belum kami temui di dalam susastera. Kita perlu
mempertimbangkan pemetaan:

r kali

P

T=je...%0 1 @  ej 1. T (M)x..xT (M)

s kali

xT(M)X...x T* (M)

»S M)x. . .xT:(E)XIX(M)‘X. as XTX(M‘)J

D N~
r kali s kali
dan pemetaan
- rkali s kali

T=T*(M)x ... xT* (MT, M)x...xT, M)—>

(}“x M)x. .. xT, (MJ)"T: M)x ... er;‘ (M))
r kali s kali

yang ditakrifkan sebagai

*
(2R AL AP A T Lo I«

£ *
vl > ’Vs)
B * V*
=<l U3, U<,V >
*
s i Wy 5

* * *
Ui,VjeTX(M);Ui ,Vj eT, (M)

dengan < , > sebagai pemetaan bilinear (hasil
darab terkedalam ke atas T* M X TM).

Kewujudan pemetaan J memang sudah ter-
kenal (Kobayashi & Nomizu (1963)), manakala
pemetaan T berupa perluasan kepada teorem
yang sudah terkenal juga (lihat Kobayashi —
Nomizu (1963)) yang dapat dibuktikan dengan
aruhan.

Jadi,

S

o @il 1y,
To(je...0j@j " e...0j7 ):T I (M)

r kali s kali

> (T, 5 )*

Hasil darab terkedalam G atasj " ditakrifkan se-
bagai G(t, U) = <t * (jo.. 0jej! o...

ei" 1) ®,u>
dengant, Ue Tx,g M).

Kami akan membuktikan G yang ditakrif seperti

ini memang memenuhi aksiom-aksiom hasil
darab terkedalam.

i) Sifat Simetr:

G(t, U)=<@e(o..2joj ! e.@j 1) (1),u>

i
=<to(jo:.6j® e..05 it " 7o,
j1..js !

®...09 $de.1. . ea‘dxjs),U>
if

i ik, jk. R
=<‘£'(t‘1 - ..gngll..gssdxls_.
jp--ig 11 T T

u u
1 r
ViV
1 .. 1 j s %
=<t T % g gl ngkst(dx e s
I3 1 l“girgr .
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U1 "oy, e..00, edax'le..edx >, Begitu jugs dengan G (at, ¥ by m);
u
Vi Vg 1 G (at, +bt,, m)
=G(m, at; + btz) , G simetri
sebab 7 linear , =aG(m, t;) +b G(m,t,) , G linear
) =aG(t;, m) +b (G (t), m) , G simetri
i i : ;
=l °° 1 j k jk
=t : 171 SIS
jl"js gll Ql..gir Qrg .. g
iii) Szfat tentu positif
Ql Qr ul .. u . ; .
T(dx "®..8dx T®3, ®..993, )(U o, Kita perlu membuktikan
1 s Vi-evg 1 ' .z 3
LRSS SRy
G(t, )=t t g ¢
Y1 Vs Ji omndy Ky wooky 171
®..3,0dx " ®..8dx ), takrif <,> 1 s L s
I
ik ik
. ) . ..gngll...gss
=tl1°"1 Uy U _11k1 _)sks £
- U g Q 8 @ g -8 >0
Jp-eds o YieeYs e Ty :
5 SQI 8v1 5 v dengan kesamaan berlaku hanya untuk t = 0
u; u o ky ’ k .
£ - Pembuktiannya dengan aruhan dan dengan
~ ti g L 5 2,..8 » i1ky gjskS menggunaka.m fz}kta t.erkenal ba.h.:«xwa setiap
T d Eeank gil R giI L rg o ‘ n X n matriks simetri tentu positif A mem-
J1-ds K10 %s punyainilai egen \, >0dan A = P AP’
A=pep( Ay oo A PTP = I. Begitu

Dengan cara yang sama kita akan dapati G(U, t) juga dengan songsangannya (lihat umpama-

juga memberikan jawapan yang serupa. nya Perlis (1962)). Untuk sebarang
1
te] (M), kitaada

Dengan itu G(t, U) = G(U, t) ;

_ 1k S o, T k
ii) Sifat bilinear Ot 0=t g% g, t' =t] & gy

=XT kAX ,X=PTt ,PTP=I
G(t,am1+bm2)=-<(1’o(j®...®j@j‘1 j g k >k k

i—1 ‘n i ;
P SN0, amyromy> = 1 WEX)E WK X)
= <J(t), am, +bm,>, it
v . * . ¢ e B Y n T
]1kak1tatullsJ=’f°(J®...®']®] ) ®...9] 1)- = 3 i g—l Yi >0
G(t, am, +bm,) = (J(t))(am, +bm,), takrif <,> i=1
=a(J(t))(m,;) + b(I(t))m,, kerana g ~'juga tentu positif.
sebab J(t) linear Bagit e j l(M) dant € ] 7(M) setiap satu-
nya berupa kasus remeh.
=a <J(t), m; >+b<IJ(t), my>
=aG(t, m) +b G(t, m,). Katakanlah untuk te ’K M)
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T, (N
1 t g X 1 I >0
L 1 1...gi k t =z )
]1...Jsg L RS 3
r+1
maka untuk t € ]s+ 1 ()
W T Y
G =t 1 g 8k &k
AP ) ) Gk 5 r+17r+1
TRl
gs+1 s+1 tkl"‘kr+l
Ql "'Qs+1
XT g N O
= . g. g
Js+1 1r+1kr+1 ’Qs+1 ’
A>0
(Yir-fl) T, Ykr+1 jst1 %541
) js+1 Qs+ 1 gi1'+ 1 kr+1

n ii i Q

= 11 Js+1 %541
> \/)\i Y & g
i=1 r+l17r+1

js+1
i kr+1
\/7\_ Y
I
Qs+1
0 idgy jse1 fse1 ikpeg
=X Z° & , k., Z
=l Jst1 i Js+1

=0,

sebab kes t € T (M) sudah terbukti.

7. TAFSIRAN ds?’DALAM RUANG
RIEMANNAN

Di dalam geometri kebezaan klasik kuantiti
ds, panjang lengkung dalam ruang Riemannan,
diberikan oleh '

ds®= gijdx‘dxj (7.1)
dengan g_ sebagai tensor metrik Riemannan
(lihat Lawden 1962).

Sekarang kami akan tunjuk bahawa rumus
ds® ini dapat diformulasikan menerusi takrif
moden metrik Reimannan.

Di dalam sistem koordinat piawai (U, x),
metrik Reimannan g boleh ditulis di dalam
bentuk

g = gijdxi ® dx! (7.2)

Mengikut takrifnya, kita tahu
g(u,v) = 8; dx! ® dxd (Uk Oy Vi BQ), B %r
= g Ul vi
gv, ) =g dxt e dxd (v %oy, UK 3, )
=g; Vi gt
Dengan itu, g(u, v) = g(v, u) mengimplikasikan
8; = 8; (sifat simetri metrik Riemannan
klasik)

Jika dx' klasik dianggap sebagai nombor
maka didapati,

g(dx 3, dxd 3, ) = g, dx¥ ® ax® (axi 3, dx1 3;)

= gij dXi de

Rumus inilah yang ditandakan sebagai ds® di
dalam analisis klasik yang telah disebut di atas,
persamaan (7.1).

Jelaslah sekarang bahawa persamaan (7.1)
yang digunakan dalam analisis tensor klasik se-
bagai takrif metrik Riemannan boleh diformu-
lasikan terus dengan takrif moden, persamaan
(7.2). Dengan ini formulasi Choquet-Bruhat drk
(1982) yang mentafsirkan ds *klasik sebagai

[ % (dxi @ dd + dd @ dx) g

itu vakuo.
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8. STRUKTUR TENSOR RELATIF DAN Dengan menggunakan sifat multilinear
KETUMPATAN TENSOR
2

ERRRL suatu tensor relatif jenis F(v v, , Wl w
" j Loees Vs WL W)

| .
(atau pangkat) (r, s) berpemberat P sekiranya
kuantiti ini menjelma mengikut rumus

=yt bk .anF(ail,.,aik,dxl,.,dx’z),

j j n
F@; 3, ,dx’,...,dx%)eA. (M),
S P 17777k #
. . i1 .
ip...i X o _ i P
I " = ptu [8 % ara v,=b 9, WP=a; dx
jl R
Ini memberikan
i i i m m
ax’l 8x2..3%' ax ! .. .ax®
T 0 axa s A j j j
axt1 9% 5k gl pxs FO ,..,0% , axl,...,dY
21 . sie Qr jl SRR ) ]
i =F, i dx Ao Adx"
my...mg 1"k
dengan P berupa integer, apabilax > X. dengan
: o P1--dg
Jika P = O tensor relatif ini hanyalah ; .~ pemalar
tensor biasa sahaja. Jika P = 1, tensor relatif ini 1k

lebih dikenali dengan nama ketumpatan tensor.
Takrif-takrif ini terkenal di dalam analisis tensor
klasik, umpamanya seperti di dalam Lawden
(1962).

Sekarang pertimbangkan

e
F(vy, o vwh, ., w ¥ (e v nity) s teT, (M)
Pertimbangkan pemetaan multilinear F . . o
yang (lihat Spivak (1970)). =b, 1 Tkt 2 gy n . t)
ko3 g iy B
F: T M)x...xT M)x
q q

N

Jpei i i

} =p'1 % dxl(vl)..dxlk ) ajl(wl)..aj o)

k kali 1k !
Al AL AdX" (ty,. .0 t)

T*M)x...xT _*M)

o O T A0

lkali

=F'1" " Nax'ledx 2e..edx X 09, ©..05

iy ooy 3 g
dengan A : (M) melambangkan set tensor
kovarian peringkat n yang antisimetri sepenuh-
nya atas manifold M bermatra n.

@ (A ALA &™) (Ve s v Wh o), (tye o))
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Dengan ini kita dapat membuat kesimpulan
bahawa

Ha s o) i
F=F1 [faxloe..

iy ]
.edx*®9. ®...®0.
1 k |

Ie

®(dxi A...Ad) k rangkap £ rangkap
n; P
Sekarang ditunjukkan cara F berubah =8 (Tq M)
dengan perubahan koordinat (x V> X). Jelaslah
Seperti biasa, F di dalam sebutan asas yang baru ) '
berupa FQ@ »--o0d; ,dxt, .., d%)(up..,u,)
: : ; . 1 k
= 1 i - =
F=F 1" gzx'! e..0dx* ®F ©. 00 e
iy i1 i =F1 8 (el AL A (U, sup) ]
ig...d
1 k
®(dx! A...AdK"), L
1o -dg P
dengan F . =o , o pemalar
- 9 11 S lk
0~ Sxt
Oleh sebab sebarangw € A :(M), kita ada
i i m
Fjl ]Q axl _alk a_i_ . WP
= — . =we® ..® w T (M n . n
i v oy aig1 aigk ax 1 : [pep ((Tg (M)" x. . x (T, (M)
P rangkap
aimQ tu/ ax!
'_j PR = darab dengan
ax ¥ ox!
pep(Alx...xAm)= {(a,a,...,a):aeAi}'
2 - -
&le. . ek ®3_  ©...99

®(dx! A...AdX")
kerana hubungan
axi _
ax! A...Adx" =ptu [a—_j]d)f1 A, o ATER,
X

yang terkenal itu (lihat Spivak (1970)).

Pertimbangkan pula pemetaan yang ber-
bentuk seperti berikut:

niT (M)x...qu(M)—»j\(
Lq g )
n kali

n(vl,..,vn)= [w(vl,...,vn)]P
wc—:A;1 ™) ;'J:’n M)

PERTANIKA VOL.

P integer positif. Lambangkan ™ (T, (M)
sebagai set pemnetaan seperti 1 ini.
Pertimbangkan pemetaan multiliner.

F:T Mx...xT MxxT_ *M)x...xT_*M)
!i q;AJ \q ! J

maka kita boleh tulis

F=F1"% 4l e odax* 0

®,. .99,
f.oiy ! 0
1 A nq P
®[dx" A...Adx"]
Fjl ..jQ
Mudah ditunjukkan yang fpeeeedy

komponen F ini memenuhi hukum penjelmaan

tensor relatif peringkat {2,k) berpemberat positif
P. Pertimbangkan pemetaan multilinear G.

G :T&(M)x.; " qu (M‘)x'l:q *M)x.. .qu*(M2
k kali
™),

EZ'kali

-*Aq’n
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dengan A | (M) melambangkan set tensor
kontravarian peringkat n atas manifold M ber-
matra n yang antisimetri sepenuhnya (lihat
Spivak (1970)). Kita dapati, dengan

v =bl _.P ik
IZ)i,‘rp—ai dx!, « eTq*(M) ,
Gy, .,vk,rl,...,fq)(al,...,a“)
j j i i
=G@, 5 &', &xYHaxle..edxk
f oy,
®6169 ®an(v1, ,vk,rl, .,TQ)
9 A ) 1 n
= ALLLA = o VY
ax! ax"( ’ )
Gl e ea'k ep e..00,
iy .o dg 5l L
0 A %O lfQ 1 n
¢ %, A NE Voo Vo T, T) (0. ., a)
(2 ReAZ, 16w :

Oleh itu kita boleh tulis

G:G{lu jQ dxil @l.'$dxlk @6

. ©.®9.
Koo .| 9
0 7 < 0
R [= N dh —
x! ax“]
m : ax! 1 axil d i
G b [ = T
=L oxd =R =L
8By dpedy % ox*1  axk
2% 1 ..ax "
e JE })
Bt ax

apabila kita menggunakan penjelmaan terkenal
(lihat Spivak, (1970)),

R T S R
3, A..Ad, =ptu [5zi] 3, A ...AD,
254

Hukum penjelmaan inilah yang di dalam susas-
tera klasik itu dianggap sebagai takrif tensor
relatif jenis (/, k) dengan pemberat (—1). Satu
set fungsi yang berbentuk seperti berikut,

TS Tq*(M)x. . .qu*(M)—>N

n kali

dengan

p(td,. .. ®=n(!,...,eM]P

yang A e Aq, % ™) ’ dilambangi sebagai

QP (Tq*(M) ); P suatu integer positif.

Sekarang, pertimbangkan pula pemetaan
multilinear

G: E(M)x...qu (M‘)qu*(M)x...qu*(Mj

k rangkap [ rEgkap
> Q% (T, *0W)
Didapati
G(v1 yores Vs rl,...,rQ)
=bi11..b ik a.1 ..ag G(3, ,..,0. ,dle X "dxj
k™00 ety Y

dengan

¢ i
= dp € =) a0
v, =b, % Tq(M),‘rJ—anx eTq*(M),

dan
GCa, .,aik,dle,...,dxjg)(pl,...,pn)
=AY 0] P
= ozP[(alx...'Kan)(pl,...,pn)]P’

a pemalar
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Ke‘Kq,n M). Maksual(3;A---AD)

sebab
(pl,...,p™ 1% disini sama dengan maksud
[dx! AL A" (ug,--0h0) ] k., cuma T M

digantikan dengan T q*(M).

Oleh yang demikian,
i i
G (3 voeady 80T, A (oL ")
=aP[3,A...A8, (p',...,0M]"
iy = =1 L . .
=Gi1"'ik [9,A...AD (p Y b ¥ |

Dengan itu, kita boleh tulis
")

v eedo i
=M1 Ml eedx¥e? .. 00,
Lj o nalpe L

G(vi,...,vk, rl,...,t‘Q)(pl,...

- = P
®(alA...Aan)
((v17 '3vk, rl""’ #)’(pl"",pn))
laitu
ipeeddg :
G=G. dxi o...0dxk @9,
11 e rk _]1
P
® ® an®( al A A 6n)
Seperti untuk kasus P = —1, jelaslah untuk
kasus ini, perubahan sistem koordinatx +— X
akan memberikan
_ml...mQ axi _PpP GJIJQ
G ={ptu | —;
ok P axi ] By o
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i
ax k ax_ml ... 0X

_TI % T aXJI ax]Q
Hukum penjelmaan inilah yang dianggap se-
bagai takrif klasik tensor relatif jenis (/, k) pem-
berat (—P).
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