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ABSTRAK

Bentuk terubahsuai kaedah Newton selang yang dihuraikan oleh Hansen (Hansen, 1978b) untuk
mengira dan membatasi pensifar f"R! ~R! adalah diberikan. Untuk meningkatkan sifat-sifat penumpuan
kaedah-kaedah itu, bentuk tersarang digunakan untuk mengira dan membatasi terbitan f ': R! ~R! .

ABSTRACT

Improved forms of some interval Newton methods which are described by Hansen (Hansen, 1978b)
for computing and bounding the zeros of f"R I ~ R! are given. In order to improve the convergence
properties of the methods, the nested form has been used for computing and bounding the derivative
f': R I ~RI.

1. PENGENALAN
Sudah menjadi pengetahuan umum di kalangan
cendikiawan matematik bahawa kaedah Newton
dapat digunakan untuk mencari pensifar nyata
persamaan

f(x) =0 (Ll)
dengan diberinya fungsi f : D ~ R! ~R I .

Moore (Moore, 1966) menggunakan arit
metik selang kepada kaedah Newton dalam menye
lesaikan persamaan (1.1) dan penumpuannya telah
dihuraikan oleh Nickel (Nickel, 1971). Hansen
(Hansen, 1987b) menunjukkan bahawa dengan
penggantian beberapa selang tertentu dalam kae
dah Moore tadi akan meningkatkan kadar penum·
puan kaedah Newton selang.

Dalam makalah ini pengubahsuaian kaedah
Hansen tadi akan dihuraikan dan dalam perbin
cangan ini kita hanya mempertimbangkan fungsi
fungsi polinomial sahaja.

2. TATATANDA
Selang x = [xl' xs ] = tX ER! I XI ~ X~ Xs ;

XI,xsER I J jadi ~ = [XI'XS] dengan masing-masing
XI dan Xs disebut intlumum dan supremum.
Tandakan set

I(R!)= l~=[xI'xS] \x1xsER I
;xI~xSJ

Pemetaan-pemetaan lebar w( . ) : I(R I )--+R I

dan titik tengah me. ) :J(R I ) ~R! masing-masing
nya ditakrif oleh

w (~) = X s - xI' (2.1)

dan

(2.2)

Operasi aritmetik peraduaan +, -, . ,/ ditak
rif kepada set I(RI) sebagai

~ *2' ={x * y I X E~ , YE}: J (2.3)

(~,l E J(R I
) dan *Et+. -,.,!J kecuali~/X tak

tertakrif jika 0Ey. Penjelasan mengenai (2.3)
diberikan dalam (Mohd, 1987b).

Persilangan antara ~ dan y kepunyaan I(RI)
ditakrif oleh -

~ nX = \¢ «xs < YI) atau (ys < XI»

l f (2.4)
[maks lXI' YI J ,

minim ~ xS' Ys J ] selainnya
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Jika Oq dan n integer genap positif maka

Selang !. E I (R I) disebut mehyusut jika
dan hanya xI = xs. Jadi selang menyusut ber
bentuk [X, X] ('v' X E R I).

xn = [0, maks t xr ' x~ ] ]. (2.5)

3. PERLUASANSELANG

Katakan diberi fungsi f: DSR I -+ R I dan fEC.I (D).
Pemetaan tI(D) -+ I(Rl) bagi f ditakrif oleh

I<~) = {f(x)lxq;~E I(D)} (3.1)
disebut perluasan seseunit bagi f.

Katakan f: I(D) -+ I(R1) perluasan selang bagi

f:D -+ R1 , maka f dikatakan berekanada rangkum
an jika dan hanya jika (~CyE I(D» mengimplikasi·
kan (f(x) a (y». Jelas.f yang ditakrif oleh (3.1)
satu -perl~~aiI selang berekanada rangkuman.

Fungsi selang nisbah fA : I(D) -+ I(R l) yang

diperoleh daripada ungkapan nyata nisbah fungsi f
menerusi penggantian semua xER dalam ungkapan
f(x) dengan !. E I (R) dan aritmetik nyata dalam
f(x) dengan aritmetik selang disebut perluasan
selang asH bagi f.

4. BENTUKTERSARANG

Katakan fungsi f: D~ R1 -+ R1 ditakrif oleh
n n-1 )f(x)=anx +an_1 x +...+alx+ao (4.1

dan bentuk tersarang bagi f(x) seperti berikut

f(x) ='(... «(anx + an_1)x + an_2)x + an_a)x

+ ... +al)x+aO' (4.2)

Perluasan selangis: leD) -+ I(R l) bagi f yang
ditakrif oleh (4.2) diberi oleh
fs~) = ( « (il.n~ + an_I)~ + ~-2h + il.n-3)~

+ +al)~+aO; (4.3)

sedangkan perluasan selang i A : leD) -+ I(R l) bagi

f diperoleh menerusi (4.1), iaitu

fA (~) = ~~n + an_l~n-1 + ... + al~ + ao'

(4.4)

Telah dibuktikan (Moore, 1966) bahawa

(6.1)

(5.1)

(5.6a)

(5.6b)

g(x l , x2) = g(x, x) = f(x)

i k) = xCk) _ f(xCk)/i'(~Ck)

~(k + I) = ~(k) ni k) (k ~O)

f(y) = f(x) + f' W (y - x)

6. PROSES PENGUBAHSUAlAN HANSEN

Katakan kuasa kepada pembolehubah x dalam
ungkapan f(x) lebih besar dari satu. Gantikan
satu x atau lebih dengan XI dan bakinya dengan

x2' Jika ungkapan baru ditandai g(xI, X2) maka

untuk x = xI = x2 diperoleh

Menurut kembangan Taylor ("XI' YI E!.I)

dan ( V x2,Y2E ~2) wujud ~I E.~I dan 1]2E~2

sehingga

g(YI,Y2)=g(X l ,X2)+(YI -xt> ;1 g(~I,X2)+

dengan xCk ) biasanya sama dengan m(~Ck» dan

xeD) =X.

Jika 0 E.f' (~), D' masih boleh dibatasi
seperti ditunjuk dalam (Mohd, 1987a).

5. KAEDAH NEWTON SELANG

Katakan diberi f : D~ R1 -+ R 1 dengan fE cl (D).
Jika ~ E I(D) maka (V x, yE~) wujud ~ E~ se
hingga

Misalkan l' : I(D) -+ I(R I) perluasan selang bereka

nada rangkuman bagi f' : D -+ Rl. 01eh kerana

!. padat jadi ~ cembung dan ~ E~. Justeru itu

f(y) Ef(x) + l' ~)(y - x) (5.2)

Jika yE~ pensifar nyata bagi f dalam ~ maka
fey) = O,jadi y memenuhi

f(x)+f'W(y-x)=O (5.3)

untuk ~ E~. Jadi sebarang pensifar yE!. terkan·
dung da1am set

D' = {ylf(x) + f' W(y - x) = 0 J (5.4)

Kita akan mencari i'EI (R l ) sehingga D' ~~.

Jika kita takrifkan 1. E I (R l) sebagai

y =x - f(x)/1' (~) (5.5)

maka 0 f$ l' (~) mengimplikasikan D I ~ Y se
terusnya menerbitkan kaedah ewton sclang
yang terdiri daripada penjanaan jujukan (~(k»
daripada

(4.5)

(4.6)

is (x» + fA W

sehingga diperoleh

w(fs ~) ) ~w(fA ~) )
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Kaedah lelaran menggunakan (6.7) adalah
seperti berikut: Mulai dengan ~(O) = ~ janakan
jujukan (~(k)) dari

~(k) =~(k-l) ~m(~(k-l)) (k~1)

(6.10)

Nickel (Nickel, 1971) telah menunjukkan
bahawa kaedah Newton selang satu matra yang
diberi oleh (5.6) menumpu asalkan 0 E f' (x)
sedangkan untuk 0 Ef' (x) ditunjuk dalam (Mohd,
1987a) dan (Hansen, 1978a).

Sekarang dari (6.8) diperoleh

~'~)~ ~1.B(~11'!12'·"'!lm)

+ ;2 .B (~21' ... '.~2m)

+ + a ( )... ~.B ~l'''' '!mm

dan ~i j = ~ untuk i, j yang berkaitan. Dengan

mengambil ~~) = r dalam (5.5) diperoleh

~~) = x - f(x)/f'(~) (6.9)

f(x)

a(Y2 - x2) ax
2

g (YI, 172) (6.2)

Jilea x I =X2 =x dan YI =Y1 =Ymaka

g (y, y) =g (x, x) + (y - x) l~ g (~l' x) +ax l

~2g(YI'172)} (6.3)

Jika y pensifar nyata bagi f maka fey) = 0
dan menerusi (6.4) diperoleh

sehingga menerusi (6.1) diperoleh

fey) =f(x) + (y - x)t~ g(~l' x) +ax l

ax~ g (YI, 172)} (6.4)

y = x - a a (6.5)
ax

l
g(~I'X)+ ax

2
g(YI,172)

Jika x E ~ dan Y E ~ maka ~l' 172E~ dan pensifar

nyata y terkandung dalam selang

yang mempunyai pensifar nyata dalam ~. Kita
(6.8) mempunyai dua kes untuk dibincangkan di sini,

iaitu kes-kes 0 $~ dan 0 E!.

(7.1)
n

f(x) = L aK xK

K=O

= ~ ~ (~, ... ,!) + ".L~ ~ (~, ... ,~)
I UX2

a+ ... + - g~, ... , x)
~- -

=-.! f(x)+ ... + l- fi(x)ax-- ax--
I m

Justeru itu lebar selang (6.10) lebih kecil
dari (5.6):

7. PROSES PENGUBAHSUAIAN TERSARANG

Katakan fungsi f : D ~ RI ~ R I berbentuk
polinomial

aax
2
~ (~21' ~22' x, ... x) +

dengan ~ll' ~21' ~22 sama dengan ~. Namun

begitu kita masih menggunakan tatatanda ~l I ,

~2 I '!2 2 untuk menyatakan yang mereka merdeka

serta masing-masingnya membatasi ~l' y t dan 172'

Sekarang jika kuasa bagi x dalam ungkapan
f(x) lebih besar atau sama dengan m maka kita
dapat menggantikan f(x) dengan g(XI' ... , xm ).

Dengan cara yang sama seperti di atas diperoleh

!im ~) = ! - f(x) / ~'(~) (6.7)

dengan
,( _ a

g x) - - g (~ll' x, ... , x) +- ax
l

-
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Katakan 0 tE ~ maka untuk m ~ n, ~' (~)

dibina menerusi (6.8). Oleh kerana f berbentuk
polinomial dan m ~ 2 maka

1- g~i1"" '~ii'x"" ,x) (7.2)
a~ -

seperti yang dinyatakan dalam (6.8), berbentuk

polinomial juga sehingga ~' ~) dapat diubah
menjadi bentuk tersarang ~(~) seperti diterangkan
dalam Bahagian 4. Dengan demikian

~ k-m+lL ~ xl Xz ... xm_ l

k=m

Dleh kerana OE X dan x. . = X untuk i, J' yang
- -1 J -

berkaitan maka seperti yang diterangkan dalam

Bahagian 6 pilihlah X = 0 sebab X boleh dipilih
sebarang sehingga diperoleh
aa ~ (~i1 ' ... '~ii' x , ... x)
xi

dan

Jika 0 E ~ tulisiah polinomial (7.1) menjadi

g(xI"'" Xm) =ao + alxl + aZxlxZ + ... +

lim-IXI" ,xm-l +

+ ... + am _ I ~i1 ... ~ii- I x ... X

n

+ ~ k-m + I
L ak ~ I ~ii -1 x ... x
k=m

= a j ~i1 ... ~ij- 1 + aj + 1 ~i1 ... ~ii- 1 x

(7.4)

(7.3)

a.xi - l (l~i~m-l)
1-

n k-m+l
L ~ Xl Xz··· Xm

k=m

Terbitkan separa (7.5) sehingga diperoleh

-.l.. g (Xl' ... ,Xm) = al + az Xzax l

(7.5)
dan
a _ n

a;z- ~ ~m I ' ... '~mm) - L
m k=m

a xk - m+ l
k-ml

+ ... + am _ I Xz ... xm- I " '~mm-l

n

+ I:. ~(k-m+l)x~-mxz"'Xm.

k=m

n

(7.6)

L
k=l

~~k-l
n

L
k=l

n

Jika xl = =xm =Xdalam (7.5) maka diperoleh

g(XI , , xm) = g(x, ... ,x) = f(x)

sehingga

Oleh sebab itu menerusi (6.8) diperoleh

g' ~) =al + az ~ + a3 ~z + ... + aj ~j-l + ... +

n
a xm- 2 + ~ a. _xk - l
m-l- L -K

k=m
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yang jelas memenuhi

:i~) ~f' (~)

dan
w~' ~» ~w (f' (~»

dengan '§.' (~) diberi oleh (7.6).

Sekarang daripada (7.6) kita bina bentuk
tersarang berikut

'( ) ( 2 4 + n - 2)gs x = a 1 + a2 + a4 ~ + a6 ~ ... an ~ ~

(
2 4 n-4) 2+ a3 + as ~ + a7 ~ + ... + an_ 1 ~ ~

(7.7)

untuk n genap dan

~~ ~) = al + (a2 + a4 ~2 + a6 ~4 +

... an_
1
~n-3) ~ + (a3 + as ~2 + a7 ~4 +

... + an~n-3)~2 (7.8)

untuk n ganjil yang kedua-duanya memenuhi
(7.3) dan (7.4).

Daripada (7.7) diperoleh

IT (A) = al +~ (a2 +~2 (a4 +~2 (a6 + ... +

~2 (an_ 2 + an ~2) ... »)

+ ~2 (a3 +~2 (as +~2 (a7 + ... +

(7.9)

untuk n genap dan
~'T (~) = al + ~ (az +~2 (a4 + ~2 (as + ... +

~2 (an_a + an_ 1 ~2) ... »)

+ ~2 (a3 + ~2 (as + ~2 (a7 + ... +

~2 (an_ 2 + an ~2) ... ») (7.10)

untuk n ganjil.

Diketahui (Moore, 1966) bahawa

i' (~k~'T (~) dan~' (~) C ~'SA (~)

Oleh sebab itu

:l (~) c ~~ (~) n ~~A (~)

Jadi jika oq maka kita gunakan rumus

~'TB W = '§.'T (~) n~'SA (~) (7.12)

bagi menggantikan ( (~ dalam (5.5). Jelas bahawa

~'TB (x) ~~'T ~) dan ~'TB (?5) ~'§.'SA (~

8. CONTOH·CONTOH

Kaedah·kaedah di atas diilustrasikan oleh contoh
contoh berikut dalam satu lelaran sahaja.
Contoh 8.1:

Misalkan f : R1 ~R1 ditakrifkan oleh

f(x) = x4 - 1

yang mempunyai pensifar di dalam selang
[0.5,3.5] dan pilihlah x = 2.

Menerusi (6.9) diperoleh

~~) = 2 - f(2)/4~.?

yang memberikan~ ([10.5, 3.5]) = [-28,1.913].

Jika dibentuk

g (Xl' X2' x3,x4) = Xl x2 x3 x4 - 1

maka menerusi (6.7) diperoleh

N (x) = 2 _ [(2)
-4 x3 +X2~21 +x~3lx32 +~4l~42~43

dengan

l~) = x3 + x2~2l + x~3l~32 + ~4l~2~43

dan setiap ~j = [0.5,3.5] 0=2,3,4; j=l, 2, 3)

sehingga memberikan

~4 ([0.5, 3.5) = [0.5882,1.8330]

Dengan menggunakan (4.3) kita mengira

Persamaan (7.6) dapat ditulis dalam bentuk
tersarang Alefeld dan Herzberger (AlefeId, Herz
berger 1983) seperti berikut.

lSA (~) = a1 +~ (az + ~ (a3 +~(a4 + ... +

~(an_l +an~)"'») (7.11)

yang memberikan

~S([O.5, 3.51]) = [0.5882, 1.8322]
dengan

~~~) = x 3 +~(x2 + ~(x +~».
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Jelas didapati bahawa

~S(!) <;~4 <!) C ~(~)

untuk~ = [0.5,3.5] .

Contoh 8.2:
Misalkan f : R 1 ~ R 1 ditakrif oleh

f(x) = X4 - 12x3 + 47x2 - 60x

yang mempunyai pensifar 3 dalam selang [2.5,

3.7] dan pilihlah x = 3.1.

Dengan menggunakan fA (~), i (25.) dan

~S(~) yang masing-masing berbentuk

f~ (~) = 4~3 - 36~2 + 94~ - 60,

~'<!)=(X3 -12x2 +47x-60)+

(~X2 - 12!x + 47~) +

<!2x_1~2)+~3,

dan
~~(~) = x 3 _ 12x2 + 47x - 60 +

~ (x2 - 12x + 47 + ~(x - 12 +~))

memberikan

i~(~) = [-225.34,265.412]'

i(~) = [-125.224,134.72]

dan
~~<!) = [-15.628,23.888]

sehingga kita pasti memperoleh

~S(~) ~~4(~) C ~(~)

dengan masing-masing ~S(!) , ~4<!) dan ~<!)

diperoleh dengan menggunakan ~(~), ~'(~) dan

f'A (~) dalam rumus Newton selang untuk selang

.! = [2.5,3.7]

Contoh 8.3:
Misalkan f: R 1 ~ R 1 ditakrif oleh

f(x) = x4 - 12x3 + 47x2 - 60x + 24

yang mempunyai pensifar 1 dalam selang [-1, 2] .

Jadi pilihlah x = 0 sebab DE [-1, 2] .

Jelas didapati bahawa

.f~([-1, 2])= [-314,160]'

menerusi (7.6) diperoleh

&' ([-1,2]) = [-159,42]

dan menerusi (7.9) (sebab n genap) diperoleh

~~(~) = -60 + ~(47 + ~2(l)) + x2(-12)

sehingga memberikan

~~([~1,21])= [-159,42].

Akan tetapi menerusi (7.11) diperoleh

~~A<!) = -60 + 25.(47 +X (-12 +~))

memberikan

~~A~) = [-120,60]

Oleh sebab itu dcngan menggunakan (7.12)
diperoleh

~~B(X)= [-120,42].

Jadi jelas bahawa

~~B(~) ~~~A(~) ~f~~)

dan

~~B(~) ~~~(~)=~/ (~) ~f~(~)

untuk~= [-1,2] .

Oleh kerana l'A (~) dalam Contoh 8.2 dan

.f'A(:~) ,g' (~), g/T(~) ,.&'SAW '.&.'TB(~) dalam

contoh 8.3 mengandungi 0 maka kaedah yang
disarankan dalam (Mohd, 1987a) hendaklah
digunakan untuk mengira

~ ([-1, 2]), ~4 ([-1, 2]), ~T ([-1,2]),

~SA ([-1,2]) dan ~TB ([-1,2]).

9. KESIMPULAN
Berdasarkan perbahasan dalam Bahagian 4 dan

Bahagian 7, dan contoh-contoh 8.1, 8.2 dapatlah
kita katakan bahawa kaedah pengubahsuaian
tersarang lebih baik daripada kaedah pengubah

suaian Hansen dalam mengira dan membatasi

pensifar syata fungsi polinomial (1.1). Begitu
juga kaedah tersarang (7.12) lebih baik daripada
kaedah tersarang (7.11). Walau bagaimanapun

pengiraan ~'TB (~) menerusi (7.12) memerlukan

masa yang lebih kerana ia melibatkan pengiraan

~~ (~) dan ~~A <!).

Dengan cara yang sama di atas kaedah yang

disarankan di sini dapat dikembangkan untuk
f : Rn ~ Rn yang akan kita terangkan dalam

makalah yang lain.
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